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Teopusa MHO>KeCTB

MHOKecTBO
MHO)KCCTBO - HeynopﬂnoquHaﬂ KOJIJIEKIIUA
paBJII/I‘IHLIX OG’BGKTOB, I/IMeHyeMbIX 3JIEMEHTaAMI.

HPI/IHaHJIe)KHOCTB AJIEMEHTA MHOYKECTBY
ByeBb1it orrepatop, KOTOPBII OTBEUAET Ha 3aIIpoC
“HaXOIH/ITCH JIVI 9JIEMEHT B MHO)KeCTBe”:

- 1€{1,2,3}

¢ {17 2} S {{17 2}’ {374}}

- 4¢{1,2,3}

¢ {1} ¢ {172’3}

< 2¢ {17 {2}73}

AKcmoMa 00 béMHOCTHI
L[Ba MHOXECTBa paBHbI, eCJIn y HIUX OOVMTHAKOBBIE
9JIEMEHTHI.

VA,B:[(Vz:(ae Asbe B)) = (A= B)|

YpanemenTnl

YPQJ'ICMCHTI)I - O6’BeKTLI, KOTOPBIE HE ABJIAIOTCA
MHOKECTBaMII caMMI I10 ce6e, HO MOTYT HaXOOMTHCA B
MHOJKECTBE.

HYCTOQ MHOKECTBO

MHosxecTBO, BHyTpM KOTOPOTO HeT 3jieMeHTOB. IIo ZFC:

:Vr:x g

YHI/IBepcaJIBHOC MHOKECTBO

CrnenmanbHOe MHOKECTBO, B KOTOPOM €CTh BCe
3JIEMEHTHI (B T.4. MHOKECTBa) KaKOT'0-TO IIPUHATOTO
YHUBEpCyMa.

Ho 6oo6uje-mo eo6ops, 6 ZFC, cywecmsosarue
YHUEePCATbHO20 MHONCECEA 6e0em K NPOMUEPOEUUI0 C
aKkcuomotu napbi.

OTHo1IeHME IIOOMHO>KECTBaA
MHosxecTtBo A gBigerca IIOOMHOXECTBOM B, €CJIN BCE
3JIeMeHTHI U3 A Takxe ecTthb B B:

ACB<=Vz:((zx€A) — (z€B))

bynean

ByneaH A — MHOXeCTBO Bcex IIOOMHOXECTB A:

PA)={S|SCA} |P(4)=24
dunarpammel BenHa n kpyru Jitjiepa

Kpyru Sityepa — Bu3yanpHOe IIpeJCcTaBIeHIe MHOXKECTB
U MIX OTHOLLIEHUII (IOMHOeCTBO, ITepeceyeHIte) C
IIOMOLIIBIO 3aMKHYTHIX GUTYp (OOBIUHO KPYTOB):

A=1{1,2,3}
45 B=1{1,2,3,4,5}
C ={6,7,8}

ACB
CNB=10

Huarpamma BeHHa — Bu3syanbHOe IIpeCTaBIeHNE
MHOKECTB U VX OTHOLIIEHUI C IIOMOIIIBI0
nepeceKamImxcs Kpyros. KakapIil Kpyr o3HavaeT
MHOECTBO, I X IIepeceHnele II0Ka3bIBaeT

repeceueHms:
A A={1,2,4,5)

v' C= {3, 5}
6 ANB = {4,5}

B ' C ANBNC = {5}
MourHoCcTh MHOYKECTBa

Jlna koHeuH020 MHOKeCTBA - KOJIMUECTBO JIEMEHTOB
BHYTPU HETO.

g 6eckoneurozo:

+ CueTHOe - UMEWIIIEe TAKYIO )K€ MOII[HOCTb, uTo 1 N,
T.e. uMeronee omexnuio ¢ N.

« HecuerHoe - eciit... He cueTHOE, T.e. HE IMeIoIllee
omekumo ¢ N;

KoHeunsle u 66CKOHC‘IHI}IC MHOKeCTBa
« KoHeunoe - eciut MOKHO II€pecUUTATh €T0 JIEMEHTHI.
« BeckoneuHoe:

» Cuetnoe (|A| = |N|)

» HecuerHoe

ITapamoxc Paccena

Hasosem A 06biunbim, ecnin A ¢ A.
HaszoseMm A HeoOviunbim, eciu A € A.
CrnenaeM MHO€eCTBO 00blUHbIX MHONECME:

R={A|A¢ A}

3agagum Bompoc: R - o0bruHoe?

» IlIycts R o6erunoe. Torma R € R. Torma R
HeobObruHOe. [IpoTnBOpeune.

+ Ilycrs R Heobbrunoe. Torga R ¢ R. Torma R
HeobObruHOe. [IpoTBOpeune.

B nr000M ciyuae mosyuaeM IpOTUBOpeUe.

AKcumoMaTnmueckKas TEOPpUA MHOKECTB

ZFC. Bce ecTb MHOKECTB, HET ypaJIeMeHTOB. 10 akcuoM:
1. MHoOecTBa C OOMHAKOBBIMY 3JIeMEHTAMI PaBHBI
2. CymecTByer IIyCcTO€ MHOKECTBO
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3. Hns mo6bix a, b cymecrsyer {a, b}

4. Jlns n00bIX MHOKECTB CYIIIeCTBYeT UX
00'BeIHEHNIE

5. s m060ro MHOKECTBA CYILIeCTByeT OyJieaH

6. CymiecTByeT 6€CKOHEUHOE MHOKECTBO

7. s moGoro mH-Ba A u cB-Ba P cymectyer {x €
A | P(z)}

8. s ;moGoro MH-Ba cyiecTByeT o6pas F[A]

9. Jlng m:000T0 HEIYCTOrO MH-Ba CYILIECTBYET
MIHVMAJIbHBINA 3JIEMEHT

10. s 11060T0 CeMeVICTBa HEITYCTHIX MH-B CYIIIECTBYET

¢yukuus Berbopa

IlepeunciaurensHass ¢popma 3agaHus
MHO>KeCTBa
A={1,2,3 .}

IIpenukaTtHas ¢popma 3agaHMsI MHOYKECTBA
A={z | P(z)}

P(z) - mpenukar, BosBpaiuaer true/false

Pa30oumenne MHO>KeCTBa

P - MHOXeCTBO MOIMHOKeCTB A - HasbIBaeTCA
pasbueHueMm, eciu:

1. Bce mopmuoxecTBa P HemycThie

2. Bce mogmHOkecTBa P momapHoO HemepeceKaoImecs
3. O0benuHeHMe BCeX TOQMHOXeCTB P pasro A

HenepeceKanmmecsI MHOKECTBa
ANB=10

O6BequHeHNE, IEpEceUEHIIe, PA3HOCTD U

CIIMMETPpMNUECKasA pa3HOCTb MHOKECTB

« AUB={z|xz€AVz e B}

« ANB={z|xz€ ANz € B}

« AN\B={z|z€ ANz ¢ B}

« AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)

HOIIOJIHCHI/IC MHOKEeCTBa
A = U\ A s mexoroporo yausepcyma U

KoMMyTaTUBHOCTB, aCCOIIMATMBHOCTD U
AUCTPUOYTUBHOCTH OIIE€PAITIIL HA
MHO>KeCTBaM!
. KOMMYTaTI/IBHOCTbI

» AUB=BUA

» ANB=BnNA
. ACCOL[I/IaTI/IBHOCTI::

» AUBUC)=(AUB)UC

» AN(BNC)=(ANnB)NnC
« MuctpubyTUBHOCTS:

» AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

» AUBNC)=(AUB)N(AUQC)

3akoHbI fe Moprana

- ANB=AUB

- AUB=ANB

3aKOHBI TOXKKECTBA, UKEMIIOTEHTHOCTH,
MOTJIOIEeHNSI ¥ JOMIMHNPOBAHUS

« ToxxgecTBO:
» A=B<<=Vz:(z€ A+ z€B)
» A=B<~—= ACBABCA
o lmeMIIOTEHTHOCTS:
» ANA=A
» AUA=A
« Ilormomienne:
» AU(ANB)=A
» AN(AUB)=A
« JloMuHMpOBaHUE:
» AND =10
» AUU=U

BI/IHaprIe OTHOIIICHIA

YnopsmoueHHas mapa

(a,0) = {{a},{a,b}}

Koprex
Koneunas YIIOpAAOUY€HHAasd KOJUIEKIVIA 9JIEMEHTOB:
((11, Qg -y an)

MosxHO 3a4aTh PEKYPCUBHO:

L()=0
o (ay,a4,...,a,) = (aq,(ay,...,a,))

= (aq, {ay, (..., (a,, 0)...)))

HexapToBO MpoON3BeAECHNE MHOYKECTB
Ax B={(a,b) |ae€ A be B}

bunapHoe oTHOLIEHME
RCAxB

(a,b) € R - “a omnocumes k b”

OpHOpOIHbIE M HEOTHOPOIHBIE
OTHOIIIEHU A

» Opuopopusre (romorenusie): R C M 2

+ Heonnoponusie (rereporennsie): R C A x B

I'paduueckoe 1 MaTpUUHOE

IIpeacTaBJI€HII€ OTHOIIIEHUA
I'paduueckoe:
1. I oqHOPOOHBIX:

« Hampasnenusuit rpad

» Bepunna - anement M

+ (a,b) € R - pebpoa — b



O—®
2. 119 HeOTHOPOIHBIX:
« [IBymonbHBIiT rpad

« JleBag mound - aneMeHTHI A

« IlpaBasg moxs - samement B
+ (a,b) € R - pebpoa — b

MarpuuHoe: GuHapHas MaTpuua n X m:
[R] 1 a; R
U 10 a; R b,
HYCToe, YHHNBEPCATIDBHOE U TOXKAECTBEHHOE
OTHOIIICHMA
« Tlycroe: ) C M?

« Yuusepcanbuoe: U, = M?
+ Toxxpecrennoe: I, = {(z,z) | x € M}

O6paTHOE OTHOLIEHME
R ' ={(b,a) | a R b}

Oﬁ'heIII/IHeHI/[e, IIepeceueHne, pasHoCcTb 1
JOIIOJTHECHIE OTHOILIEHUI

« RUS ={{a,b) | (a Rb)V (a S b)}

« RNS={{a,b) | (a Rb)A(a S b)}

« R\S={{a,b) | (a Rb)A (a8b)

« R={{(a,b) | (a K b)}

KoMImo3mmmsa OTHOILEHUIT VI CTEeIIeHIT
OTHOIIICHIA
InaRCAXxBuSCBxC(C:
R;S=SoR={(a,c) |Fb: (aRb)A(bS )}

Ins R C M?:

RO - IM

R'=R

Rl =R"oR, n>1

PednexcuBHOe, cUMMeTpUUeCKOE I
TPAaH3UTIIBHOE 3aMbIKAHIA

3aMbIKaHNE - HaMeHbIIIee OTHOIIIeHNe, BKIFoUaoIree
JICXOOHOE U yHOBJIETBOPAIOLIAS CBOJICTBY.

+ Pednexcusnoe: 7(R) = RU I,
« Cummerpuueckoe: s(R) = RU R™1

+ Tpausurusnoe: t(R) - o6bequHeHNE C
MUHJMAJIBHBIM MH-BOM II1ap, YTOGBI HOBOE
OTHOLLIEHME CTAJIO TPAHSUTUBHBIM

HUnu max: t(r) = RUR?U R3U ...A (sa O(n?))

Asroputm Yopureiuia (Uit TpaH3UTUBHOTO
3aMbBIKAHIIA)

Pa6otaeT 3a O(n3).

Wpes B ToM, UTOOBI Ilepebpath k-yio BepIInHy 1 1JIs
Ka)KIOJI BepILIUHEI i U j IPOBEPATH, €CTh JIN IIyTh § —
k— j.
M = relmat(R)
for k = 1...n:

for i =1...n:

for j 1...n:
M[i, j] = M[i, j] or (M[i, K] and M[k, jI])

PednexcuBHOCTSD, NppedIeKCBHOCTB,

KopedIeKCMBHOCTH

» PedexcuBHocTts: @ R a

« Uppednekcusnocts: a K a

+ Kopednekcusnocrts: (a R b) — (a =b)

CI/IMMCTPI/I‘IHOCTB, ACMMMETPUIHOCTD,
AHTUCUMMETPUIHOCTD

+ Cummerpuusocts: (a R b) — (b R a)

+ Acummerpuunocts: (a R b) — (b R a)

« Autucummerpuunocts: (a R b) — (b R a)

CBoIICTBO TPAaH3UTUBHOCTH
(aRb)AN(bRc)— (aRc)

CBoiicTBa e BKINMIOBOCTH (JIeBast/IIpaBasi)
« Jesas: (y Rz)AN (2 Rz) = (y R 2)
« IlpaBas: (t Ry) A (z R z) - (y R 2)

CBOJICTBO CBI3HOCTI
+ Semi-connex: ( #y) — ((zr Ry)V (y R x))
« Connex: ((z Ry)V (y R x))

OTHOIIIEHN I 3KBUBAJIEHTHOCTI

OTHoOLIIEeHNE SKBUBAaJIEHTHOCTI

Pe(bJ’IeKCI/IBHOCTI) + CMUMMETPUYHOCTD + TPAaH3UTMBHOCTDH

Kiacc sxBuBasieHTHOCTH U (PaKTOP-
MHO>KECTBO
Knacc sxBuBaIeHTHOCTU IJId 3JIEMEHTa T - MHOKECTBO

BCEX TAKUX 3JIEMEHTOB ¥y, uTo T R y

daKTOp-MHOXKECTBO - MHOKECTBO BCEX KJIacCOB
9KBUBAIECHTHOCTH. Agnsiemces pazbuenuem.

CpaBHI/IMOCTIJ II0O MOYJIIO NN

HpI/IMCp OTHOILIECHIA SKBIMBAJIECHTHOCTI.



zR,y<=a=0b(modn)<=n|(z—y)
+ Pednexkcusnocts: n | (a — a)

« Cummerpuunocts: n | (a —b) <= n | (b—a)
+ Tpausurusuocts: . | (b—c¢) + (c —a)

OTHOUIEHMA MOPpAZKaA

YacTUUHBIN OPATOK U CTPOTMIL

YaCTUUHBIN IIOpAIOK

+ YacTuuHbl: peIeKCUBHOCTD +
AHTUCUMMETPUYHOCTD + TPAH3UTUBHOCTD

+ Crporuit: uppedIeKCUBHOCTD +
AHTUCUMMETPUYHOCTD + TPAH3UTUBHOCTD

JIuHeltHbI1 (IIOTHBIIT) IIOPSIAOK M CTPOTUIL
JIMTHEHBIN IIOPATOK

+ IloHBI: YACTUYHBII + connex
« Crporuii: YaCTMYHBII CTPOTUII + semi-connex

YacTUYHO YIOPATOUEHHOE MHOYKECTBO
(poset)

(S, <) - MHOX€ECTBO € YACTUYHBIM IIOPAAKOM

YacTuuHO YIIOPpAJOUEHHDBIEC
MHO>KECTBa

Hdmnarpamma Xacce

Buayanmsanusg nmocera:

« CHU3y BBepX

» Ceasu & < y 6e3 NIpOMeEKYTOUHBIX T < 2 < ¥y (T
ITOKPBIBAET Y)

» Be3 TpaH3UTUBHBIX CBA3el

(P({a,b}),<):
{a, b}

{a}/ \{b}
\@/

OTHomIeHMe MOKPBITUSA

IeMeHT Y IOKPBIBAET T, €CIIV MEXAY HUMMU HET 2:

r<y<=Prir<z<y

CpaBHI/IMBIe n HECPpAaBHUMBIE 3JIEMEHTDI

+ CpaBHIUMBIE 3JIeMEHTHI [10CEeTa: MEXIY & U Y €CTh
otHolnenne r R ymwmuy R x.

« HecpaBHUMBIE 37IeMEHTHI IIOCETA: HET OTHOLIEHNIT

s Ryuny Rx

Henu 1 aHTHIIEIIN
o Ilens: mogMmHoxectBo C' C M, roe KaxKable OBa
9JIEMEHTa CPAaBHUIMBI.

o AHTHuuEens: nonMHOXecTBo A C M, raoe nro0ble qBa
3JIEMEHTA HE CPABHUMBI.

MuHnmMaiapHbI€e M MAKCUMAJIbHBIE
3JIEMEHTBhI

o MUHMMAaJIbHBIN 3JI€MEHT - 3JIEMEHT m, NJji1 KOTOporo

HET 9JIEMEHTA MEHDbIIIE:

Ve :(z <m)— (x=m)
+ MakKCMMaJIbHBII JIEMEHT - JIEMEHT 1M, IJIsl KOTOPOTo
HeT 9JIeMeHTa MeHbIIIe:

Ve: (m<z)— (m=uz)

HauMeHBbIINIT M HAMOOJIBILIUIL 3JIEMEHTHI

« HauMmeHbIINIT 37IEMEHT - 3JI€MEHT g:

Ver:g<zx

» Hambounpi1uit a51eMeHT - 3JIEMEHT g:
Ve:x<g

HOKPb[Gaem 6Ce MHOX}eCcmeo, 6 omjiudue om
MAKCUMAJTbHOZO0 d/leMeHmMaA.

BepxHsaa M HIDKHAA TPaHN

[ycre gan nocer (S, <) u nogmuoxectso C C S.

+ Bepxuss rpaub - Takoit u € S,utoVz € C 1z < u
« HupoxHA4 rpaHb - Takol u € S,uroVzeC:u<z

Moxcem 6bimb HeCKOIbKO.

Nudumym u cynpemym

+ CympemyM (join) mogmHuoxectBa C' - HaMeHbIIIas
BepxHss rpads C

+ Nadpumym (meet) mogmuoxectBa C' - HanGoIbIIAS
HDKHsA rpads C

Ecnu cywjecmsyrom, mo 6cez0a eOUHCMBEEHHDLE.

OO6paTHBII (TyaTbHBII) TOPSIXOK
« HyansHsrit nocer pus (S, <) - a1o nocer (S, >), rne
r>2y<=y<czx

Teopema [lmiaBopTa

B KaXXa0M KOHE€UYHOM ITI0CETE, MaKCMaJIbHAasd MOITHOCTD
AHTHUIEIN paBHa MITHUIMAJIbHOMY KOJIMUYECTBY HCHCﬁI,
KOTOpPBIE IIOKPOIOT BCE MHOXKECTBO

Pemrérku

Pemrérka (lattice)

« Hiokass monyperreTka - ocer, Iie I KaKIoro
IIOAMHOKECTBA €CTh UHOUMYM

« BepxwHsis mosypy1eTka - Iocer, rae IJIs KaKIoro
[IOJIMHOKECTBA €CTh CYyIPEMYM

« Permrerxa - mocert, rue st Ka)XX0ro IIOJMHOKeCTBA
ecTb MHPUMYM ¥ CYyIpeMyM



Onepaunun oopegumueHus (join) u

nepeceueHus (meet)

Bosbmem {a,b} C S.

» Haitnem Takoe m, uto oHo Oymer nHGUMYyMOM I
{a, b}. HazoBeM Takyro orepanuio nepeceueHmueM
(meet):

aANb=m

« Haiinem takoe j, 4To 0OHO Oy/eT CyIpeMyMOM IS
{a, b}. HazoBeM raxyro onepaunio o0beArHEHIEM

(join):
aVb=j

OrpaHnmdyeHHas pelIéTKa
Pemnretka OrpaHIIY€HA, €CJIN 'y HEE €CTh HaMOOJIBIIINIT
3JIEMEHT | U HaMMEHBIIUI 3j1eMeHT L.

Ipumep onsa (N [): L =1

AucTpuOyTHBHASA U MOXYJISAPHAS PEIIETKI

« [ucTpuby TUBHOCTE:
»zA(yVz)=(zAy)V(zAz)
»zV(yAz)=(zVy A(zVz)

« MonynapHocTb:
»zV(yAz)=(zVy) Az

Juecmpubymusnocmp => MOOYIAPHOCMb, HO He HA06opom.

JomosHeHHas pemIéTka
PeU_IeTKy Ha3bIBa€M JIOHOJ'[HCHHOI7I, €CJIM IJId Ka>XKO0ro T
CyILIECTBYeT TaKOM Y, UTO:

zVy=T
cAy=_1

Ha3zosem omepalnio HaxoXAeHUd Y I T
IOMOJTHEHIIEM:

ﬁx:y

ByneBa anreopa

HomonuenHas qucTpuOyTUBHAs pellleTKa:
(B7 /\a \/7 Y TJ J—)

+ MHOeCTBO B

+ OunHapHad omepanun A, V

* yHapHas oIleparus —

+ IBa pa3NIUYHBIX 3JIeMeHTa |, |

IIpnmmepsI1 peréTox
+ Bynesa: ({0, 1}, <)
» (IAN1=1),(0A1=0),(1V0=1),etc.
L (1 =0),(=0=1)
» SBnstercs Gynesoit anrebpoii!
« (N7, ):
» a Ab=gecd(a,b)
» aVb=Ilcm(a,bd)

< (P(5),9):
»aAb=aNnb
»aVb=aUDb

PyHAUMpOBaAaHHbIE OTHOLIEHUS U
BIIOJIHE-YIIOPALOUYECHHbIE
MHO>KeCTBa

dyHpupoBaHHOe oTHouIeHME (well-

founded)

Ornommenne R C M? masbiBaetcst GyHIUPOBAHHBIM,
€CIIN y KasKJOTO HeIIyCTOrO MHOKeCTBa eCTh
MMHVMAaJIBHBIN 3JI€MEeHT:

VSCM:(S#0)— (IFmeS:VzeS:z Rm)

BrosiHe-ymopsioueHHOe MHO>KECTBO
(well-order)

[ocer (M, <) HaspIBaeTCs BIIOJIHE-YIIOPSOYEHHBIM,
€CJIN y KasKJOTO HEeIIyCTOr0 MHOKeCTBa eCTh
HaVMEHBIINII 3JIEMEeHT:

VSCM:(S#0)— (FmeS:VeeS:m<x)
To ecmw, well-order = well-founded + total order

IIpyHI NI BIIOJIHE-YIIOPAKOYEHN S

Y Ka)XOoro HemycToro mogMHo ecTBa N ecThb
HaVMeHBILINI 3JIEMEeHT.

Nupykous mo GyHImpoBaHHOMY
OTHOIIICHITIO

IIycts ects GyHAMPOBaHHOE OTHOLIEHME (S, <) 1
Kakoe-TO cBoiicTBO P(x). Yto6bI noKasats, uro Va :
P(z), Hamo mmoxasars:

Ve : (Vy <z:P(y)) = P(z)

VcroBus yOBIBAXOIIMX I BO3PACTAOLIIX
nemneit (DCC u ACC)

[ocer (S, <) yOoBIeTBOPSET yCIOBUIO YOBIBAIOLIINX
neneit (DCC), ecnu He cyuiecTByeT 6eCKOHEUHBIX
CTPOro yOBIBAIOILIMX LIETIEIL:

Ty > Ty > T3> .
Well-founded ydosrnemeopsem DCC

Ipumep: (N, <) yoosnesmopsem DCC, max kak so6as
Y6bI8a WA NOCTE006aMeNIbHOCMb 00tidem MaKCUMYM 00
1.

Iocer (S, <) yOoBIeTBOPSIET YCIOBUIO BO3PACTAOLIUX
renett (ACC), ecint He Cy11ecTByeT GECKOHEUHBIX CTPOTO
BO3PACTAIOLINX I[eTIell:

Ty < Ty < Ty < ...



HérepoBo oTHOIIEHI1IE
OTHoIlleHNe HAa3bIBAETCSI HéTepeBLIM, €CIN IJId KaKaoro
IIOAMHOZKECTBA €CTh MaKCUMAaJIbHBIN 3JI€MEHT.

Wnu R HasbpiBaeTcs HETEPEBBIM, €CIIN R apnserca
well-founded.

Hémepego omnowenue yoognemeopsem ACC

Ananus 3aBepmnmoctn (termination
analysis)

Hapo mokasars, UTo Iepexoibl peKypCUBHOTO
anroputMa obpasyioT well-founded ornomenne. OrTyna
nocienyer DCC, a 3HaUUT aJITOPUTM 3aBEPIINUTCI HA
KaKOM-TO MMHIMAaJIBHOM 3JIeMeHTe.

OyHKIMN

OyHKIUA M YacTUUHAS QyHKIWS

Oyukunmsa f : A — B - cneunansHoe otHoureHne f C
A X B, rjue KaKIplil 3JieMeHT 13 A OTHOCUTCS TOJIBKO K
OIHOMY 3JIeMeHTy B.

« OyHKIMSA YIOBIETBOPSET CBOVICTBY
(GYHKUMOHAIBHOCTH U BCIOY-OIIpeNeIeHHOCTH.

» Yacruunas yuxuns f : A < B ynosieTBopsieT
TOJIBKO CBOJICTBY (YHKIMOHAIBHOCTIA.

CBoJicTBO PYHKIIMIOHATBHOCTH

Kaxp1it Bxoq MMeeT He OoJjiee, ueM OIITH BBIXOI:
CBOJIICTBO BCIOY-ONpPeNeIEHHOCTI
Kaskplil BXOT MMeeT He MeHee, UeM OJMH BBIXO.:

Vae A:3IbeB: f(a)=D

Oo6JsacTh onpeneeHNsI, 00,1aCTh 3HAUEHUII
¥ 00pa3 pyHKIINI

I'pad dysHKIIMI
[Bymoxsusiit rpap A — B. Kaxneiit a € A umeer
POBHO OJTHO pebpo B Kakoe-10 b € B.

Ipumep:

f : {a’b7c7d} — {1’2’3}

a2 b—=1 ¢c—=3 d—3

A f B
N T
aJ\><%1
b ]| i
C R 3
/

4

N

O6pa3 1 mpoodpa3 MHOKeCTBA
Bosbmem f: A - Bu S C A. O6pas S 1o f -
MHOKECTBO BCEX 3JIEMEHTOB S, OTO6pa>KeHHI)IX uepes f:

f(S)={f(s) | s € 5}

Bosbmem f: A — BuT C B.IIpoo6paz T C Bmo f -
MHOKECTBO BCEX MCXOMHBIX 3JIEMEHTOB, KOTOPBIE
orobpasmancey B 1"

fHUT)={a€ Al f(a) € T}

f~1 3decy ne 0603nauaem obpammyro ¢yrkyuto, a npocmo
MHOMcecme0-npoobpas om obpasa T’

Ipumep: nycme f(x) = z2. [poo6pas {9,16} =
(3,4, -3, —4}

Nuapexnus, CIOpbeKINS M OMeKIns

« Uabexkuus - QyHKUMS, y KOTOPOI Pa3IMIHbIe
3JIeMEHTHI 13 JOMeHA 0TOOPasKalOTCS B pas3IMuHbIe
3JIeMEeHTHI KOJIOMeHa:

Vay,ay € At (f(ay) = f(ag)) = (a; = ay)
Kaxcoas sepwuna donu B umeem ne 6osee 00H020
6x005UWe20 pebpa

+ Croppexius - QyHKIS, Y KOTOPOIL KaXKIbIN 3JIEMEHT
KOJOMeHa SBJIgeTCsI 00pa3soM XOTs 6bI OTHOTO
3JIeMeHTa 3 JOMeHa:

VbeB:Jac€ A: f(a)=0

Kaxcoas sepwuna donu B umeem He MeHee 00H020
6x0057U4e20 pebpa

+ Buexnus - CIopBbeKIMI + UHBEKLNA

OKBUBAJIEHTHO: OMeKUMs - QYHKIIS, Y KOTOPOII eCTh
obparaas f 1 : B— A

Kaxcoas sepwuna donu B umeem pogHo 00HO pebpo.
O6pasyemcs 00HO3HAUHOE cOOMEemcmeue Mex0y
anemenmamu A u B



Komnosunus ¢yHKImit u eé crerneHn
Ilycts f: A — B, g: B — C. Tornpa:

(gof):A=C
(9o f)(z) = g(f(z))
Crenens pyukuun f : A — A:
fO=idy
frit=frof
To>xgecTBeHHast M oOpaTHasA GyHKINI

fla)=a
fb) = a = fla)=b

+ ToxpmecrBenHas:idy4 : A — A
« O6parmas: f~!

fof1=id,

ft CYILLECTBYET TOT/Ia U TOJIBKO TOTAA, Koraa f
OMEeKTUBHAA.

XapakTepuctuueckas (MHIMKATOPHASA)
byHKIMS

(s) = 1 sesS
Xst8 =0 s¢ S
MoHnoToHHasa QyHKIUA

qJYHKI_U/IH Ha3bIBA€TCA MOHOTOHHOIZ, €CJIN1 OHO
COXpaHAET OTHOILLIEHNE ITOPAOKA.

ITpumep: nycmo dan nocem (S, <) u pynxyus f : S — S,
moeda:

<y — f(z) < f(y)

MOIIITHOCTH ¥I CUETHOCTHh MHO>KECTB

PaBHOMOIIIHI)Ie MHOKECTBa
Al = |B

, ecIIu cyiiecTByer Ouekuusa A — B

KapauHanbHbie unciia

KapnunanbHOCTS - Mepa “pasmepa” MHOKecTBa. | X | -
KapAMHAJIBHOE UICIIO.

« Jl1s1 KOHEUHBIX - KOJIMUECTBO JIEMEHTOB B
mHOxecTBe: | X| € N

« g cuernsix: | X| = [N| =X,

o [lna mecuernbix: | X| = |R| = 2N =¢

» U3 reopems! Kanropa (| X| < |P(X)|): 2y =
Rg, Dy = 270

HemeKMHI0BO-0eCKOHEUHbIE MHOYKECTBA
MuoxectBo X sIBisieTCS AeeKMHI0BO-0eCKOHEUHBIM,
ecJIy cTporoe MogMHOkecTBO Y C X paBHOMOIIEH X,
TO €CTh cyliecTByer Omekiusa X — Y.

Ixeusanenmuo: X neneKMHIOBO-0€CKOHEUHOE, eCIIN
CYILIECTBYET MHBEKTUBHAS, HO HE CIOPBEKTUBHAS

byukmua f: X — X

ITapagoxc orens 'miasbepra
I[Iyctsb ecTh OoTeNh ¢ 6ECKOHEUHBIM MHOKECTBOM KOMHAT:
1, 2, 3... U Bce KOMHAThI 3aceJIeHbI.

MosxHoO s 3aceIUTh ellle OJHOTo uejoBeka? MokHo.
OrmpaBuM n-ro rocts B (n+1)-y0 KOMHATYy, a HOBOTO
nomectuM B 1-y1o. [Tonryuaem 6uekumio f :n = n + 1

Mo>kHO 11 3acenTh ellfe 6eCKOHEYHO MHOTO YeJIOBeK?
Moskno. OTrpaBuM n-ro rocrs B (2n)-yo KOMHATY, a
KaKQOr0 M-T0 HOBONPMOBIBIIIETO OTIIPABUM B (2n-1)-yio
komHary. [lonyuaem Guekuuio f : n > 2n

To ects, |N| = =N,.

|N‘{BTH])IC‘ = |NHB‘ICTH])I€|

CuéTHO-0eCKOHEUHBbIE I HECUETHO-
0eCKOHEeUYHbIe MHOYKECTBA

CueTHO-GecKOHeUHOe: eclIi cyIecTByeT omekius ¢ N.
Pasmep cuetHO-GeckoHeuHoTrO paBeH |N| = R,

Hecuerno-6eckoneunoe: eciau Het 6uexunuu ¢ N. Pazmep
HecueTHO-OeckoHeunoro: |R| = ¢

AnaronanpHbni aprymeHT KanTopa

I/LT_IGSI B TOM, YTOOBI IIOIIBITATHCI IIOCTPOUTDH CIIVICOK
3JIEMEHTOB, & IIOTOM CJeJIaTh TaKOJ 3JIEMEHT, KOTOPBIN
Oymer OTJIMYATBCA OT BCEX, U TAKMM 00pa3oM MOKa3aTh
HECUETHOCTb.

ITpumep. ITokakeM, YTO MHOKECTBO BCeX OECKOHEUHBIX
OMHAPHBIX CTPOK HECYETHO.

ITycts MHOKecTBO cueTHO. Torga mpoHyMepyeM Bce
CTPOKIU:

byy by by3
by bay by3
b31 b32 b33 cese

I'ne b;; - j-buit Out i-01i CTPOKM.

A Tenepb BO3bMEM U CHI€JIA€M TaKyI0 CTPOKY:
A - (bll’ b227 b33, ...)

Omna oTnMUaeTcs OT 4-0¥ CTPOKM B ¢-bIM OUTOM, a
3HAUUT He HaXOAUTCA B crycke. IIpoTuBopeune.

KonTunyym-rumoresa
He cyiecTByeT KapAMHAIBHOCTY CTPOTO MeKAY N I C.
Torma ¢ = N;.

1. JlokxasaHo, 4TO TUIIOTe3a HellpoTuBopeunsa ZFC
2. [loxasaHo, UTO oOpaTHas TUIIOTE3a TOXe
HemnpoTuBopeunsa ZFC



	Теория множеств
	Множество
	Принадлежность элемента множеству
	Аксиома объёмности
	Урэлементы
	Пустое множество
	Универсальное множество
	Отношение подмножества
	Булеан
	Диаграммы Венна и круги Эйлера
	Мощность множества
	Конечные и бесконечные множества
	Парадокс Рассела
	Аксиоматическая теория множеств
	Перечислительная форма задания множества
	Предикатная форма задания множества
	Разбиение множества
	Непересекающиеся множества
	Объединение, пересечение, разность и симметрическая разность множеств
	Дополнение множества
	Коммутативность, ассоциативность и дистрибутивность операций над множествами
	Законы де Моргана
	Законы тождества, идемпотентности, поглощения и доминирования

	Бинарные отношения
	Упорядоченная пара
	Кортеж
	Декартово произведение множеств
	Бинарное отношение
	Однородные и неоднородные отношения
	Графическое и матричное представление отношения
	Пустое, универсальное и тождественное отношения
	Обратное отношение
	Объединение, пересечение, разность и дополнение отношений
	Композиция отношений и степени отношения
	Рефлексивное, симметрическое и транзитивное замыкания
	Алгоритм Уоршелла (для транзитивного замыкания)
	Рефлексивность, иррефлексивность, корефлексивность
	Симметричность, асимметричность, антисимметричность
	Свойство транзитивности
	Свойства евклидовости (левая/правая)
	Свойство связности

	Отношения эквивалентности
	Отношение эквивалентности
	Класс эквивалентности и фактор-множество
	Сравнимость по модулю n

	Отношения порядка
	Частичный порядок и строгий частичный порядок
	Линейный (полный) порядок и строгий линейный порядок
	Частично упорядоченное множество (poset)

	Частично упорядоченные множества
	Диаграмма Хассе
	Отношение покрытия
	Сравнимые и несравнимые элементы
	Цепи и антицепи
	Минимальные и максимальные элементы
	Наименьший и наибольший элементы
	Верхняя и нижняя грани
	Инфимум и супремум
	Обратный (дуальный) порядок
	Теорема Дилворта

	Решётки
	Решётка (lattice)
	Операции объединения (join) и пересечения (meet)
	Ограниченная решётка
	Дистрибутивная и модулярная решётки
	Дополненная решётка
	Булева алгебра
	Примеры решёток

	Фундированные отношения и вполне-упорядоченные множества
	Фундированное отношение (well-founded)
	Вполне-упорядоченное множество (well-order)
	Принцип вполне-упорядочения
	Индукция по фундированному отношению
	Условия убывающих и возрастающих цепей (DCC и ACC)
	Нётерово отношение
	Анализ завершимости (termination analysis)

	Функции
	Функция и частичная функция
	Свойство функциональности
	Свойство всюду-определённости
	Область определения, область значений и образ функции
	Граф функции
	Образ и прообраз множества
	Инъекция, сюръекция и биекция
	Композиция функций и её степени
	Тождественная и обратная функции
	Характеристическая (индикаторная) функция
	Монотонная функция

	Мощность и счётность множеств
	Равномощные множества
	Кардинальные числа
	Дедекиндово-бесконечные множества
	Парадокс отеля Гильберта
	Счётно-бесконечные и несчётно-бесконечные множества
	Диагональный аргумент Кантора
	Континуум-гипотеза


